Egy sik és a koordinatasikok metszésvonalainak meghatarozasa

Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

1. abra

Itt az (u, v, w) tengelymetszeteivel adott S sikot latjuk, az Oxyz térbeli derékszogii
koordinata - rendszerben elhelyezve. A tengelymetszeteivel adott altalanos helyzeti sik
egyenlete —[1]—:

ahol (x,Y, z) a sik egy tetszéleges P pontjanak koordinatai.

Ezutéan a cimbeli feladat megoldasa a kovetkezOk szerinti:
~az Ssik és az

x=0 (a)
egyenletii (yz ) koordinatasik metszésvonalanak egyenlete (1) és (a) - val:
Sto=1; (2)

~az Ssik és az

y=0 (b)
egyenletii ( Xz ) koordinatasik metszésvonalanak egyenlete (1 ) és (b)) - vel:

X Z
Wty =L )



~az Ssikésa

z=0 (c)
egyenletii ( Xy ) koordinatasik metszésvonalanak egyenlete (1) és (c) - vel:
f4l=1. (4)

Ezzel a kittizott feladatunkat mar meg is oldottuk. Persze, adja magat a kérdés, hogy
bizonyos feltételek fennallasa esetén hogyan valasztandé az (U, v, W ) szamharmas.
Most errdl lesz sz6. Ehhez tekintsiik a 2. abrat is!

2. abra

Itt azt latjuk, hogy az S sikot a D pontjan athalado d || N normalvektoraval adtuk meg.
A d vektor egyenlete:
d:xD'i'I'yD'i‘l'ZD'k, (5)

aholi,j,kazx,y, z tengely menti egységvektorok. Tovabba a 2. abra alapjan a D dofés -
pont koordinatai a (d , ¢ ,9 ) térbeli polarkoordinatakkal Kifejezve:

Xp =d-cosd-cosq, (6/1)
yp =d-cosV-sing , (6/2)
Zp =d-sind, (6/3)

d=|d|. (6/4)



Most fejezziik ki a tengelymetszeteket a D pont polarkoordinétaival! Ekkor a 2. dbra
alapjan felirhatjuk, hogy

d=u-cos@-cosv, (7/1)
d=v-sing-cosd, (7/2)
d=w-sind. (7/3)

Majd a ( 7 ) egyenletekbdl atrendezéssel a tengelymetszetek kifejezései:

_ d
u_cosq)-cosﬁ' (8/1)
d
v_sin<p-c0519 ! (8/2)
d
w=-t. (8/3)

Ezutan ismét a ( 7 ) egyenletekbdl:

coscp-cosﬁz%, (9/1)
sin<p-c0319=%, (9/2)
sinﬁz%. (9/3)
Mosta (6) és a (9 ) képletekkel:
2
xp=d-S==, (10/1)
d __d?
Yp=a - =", (10/2)
2
Zp=d-s=% (10/3)
Majd a térbeli Pitagorasz - tétellel:
d? = x5+ y5 + z5, (11)
ezutan pedig a ( 10 ) és ( 11 ) képletekkel:
o (a®\% | ra?\? | (ar\* .
=(3) +(5) + () inen
> d? a2 1 1 1 1 1 1 1 1 . .
1=§+v_2+ﬁ _)E:$+v_2+ﬁ —>E= ;4—;4-?, innen pedig:
d=—. (12)




Ez a képlet képsik origotol mért tavolsaganak a kifejezése a tengelymetszetekkel.
Most (7/1)és(7/2)szerint:
uU-cos@-cosyY =v-sin@-cosvd = u-cosp =v-sine —>% = tgp, tehat:

tgcp=%—><p=arctg(%). (13)

Majd (9/3) - mal:
: d . (d
sm19=; —>19:arcsm(;). (14)

A(11),(12)¢s(13)kepletek adjak meg a kapcsolatokat a tengelymetszetek és a D pont
polarkoordinatai kozt.

Most fogalmazzuk at feladatunkat!

Adott: az A ( Xa, Ya, Za ) ponton athalado, n( 1, ¢ ,9 ) normalis egységvektoru S sik.
Keresett: az S sik és a koordinatasikok metszésvonalainak egyenletei.

A szemléletes megoldashoz tekintsiik a 3. 4brat is!

VA  :. :‘ 

3. abra



Itt azt latjuk, hogy eldszor felvettiik az n normalvektor O - n athalad6 egyenesét a( ¢, )
szogekkel. Ezutan felvettiik rajta a Dy pontot, amellyel OD, = 1. Latjuk, hogy az ehhez
tartozo Sy = ( Do; Doz Doz ) sik nem megy at az adott A ponton. Hogy ez bekdvetkezzen, a
sikot normalis egyenesén el kell tolnunk a D pontig. Ennek helyvektorara fennall, hogy
diay =ds n(g@,9),ahol da = OD. Az A ponton 4tmené S = ( D1D,D3 ) sikra fennill,

hogy

~U=Up,V=Va, W=Wps,

~d() L ry,amia vektorok skalaris szorzatat felhasznalva igy fogalmazhato meg:
d(A)'rA=O. (15)

Mivel a 3. abrarol leolvashatoan
RA=d(A)+l‘A —>rA=RA—d(A), (16)

igy (15) és (16 ) szerint:
d(A) '(RA—d(A)) =0. (17)

(17) - et kifejtve:
d(A) . RA - d(A) 'd(A) =0, innen:
dea) - Ra = d(y) " d(a); tovabb alakitva, a skalaris szorzas szabalyai szerint:

xD'xA+J’D')’A+ZD'ZA=d(2A)F (18)

majd ( 10 ) és ( 18 ) szerint:

Uy, 8, L, g2 eovceriisitye:
G\ 4 VA yA wg AT (A) ’ gy .
XA YA Za _q (19)

Az A ponton atmend sik tetszoleges P pontjanak koordinatai kielégitik a fentiekhez
teljesen hasonl6 modon nyerhetd

R | (20)
Ug Vg Wy

egyenletet. Most az A ponton atmend, N( ¢ , 9 ) normalvektort sik tengelymetszeteire
a ( 8 ) képletek szerint irhatjuk, hogy

=@
uA_cos<p-COSz9' (21/1)
vy = (21/2)

sing-cos9 ’



W, = A4 (21/3)

sin?9

Majd (19 ) és (21 ) - gyel:

XA ya Zp . .
ay T —dw ta, =1, Innen:

cos @-cosV sin¢g-cos?I sin9

diay =Xy Ccos@-cosd +y,-sing-cosd +z4-sind. (22)

Ezutan (20 ) és (21) - gyel:

Xxp yp Zp  _ ; .
da— t—da — Tag =1, innen:
cos @ -cosVI sin¢@-cos?9 sin9
diay =xp-cos@-cosd + yp-sing-cosd +zp-sind. (23)

Most (22 ) és ( 23 ) bal oldalainak egyenldségebdl adodik jobb oldalaik egyenldsege:
Xp COS@-cosU + yp-sing-cosy + zp-sind =

= X4 COS@-CcosVU + Yy, sing-cosy + z,-sinY, innen rendezéssel:
cos@-costY - (xp—x4)+-sin@-cosI (yp —yu) +sind-(zp—2z4,) =0. (24)
(24) - et tovabb rendezve:

Zp — Zy = —ﬁ- [cos @ - cosV - (xp —x,) +sing - cosI - (yp —y,)], innen:

ZP=ZA_tgL19'[COS¢'(xP_xA)+Sin(p'(yP_yA)]- (25)

A (25) egyenlet az A ponton atmend, n( ¢ ,9 ) normalvektorua sik pontjainak egyenlete,
vagyis zp = f(@,9,%4,Ya,24 5 %p , Yp ).

Az S sik és a koordinatasikok metszésvonalainak egyenletei ( 20 ) - bol:

~az S sik és az X = 0 egyenletii ( yz ) koordinatasik metszésvonalanak egyenlete:

va W4

~az Ssik és az y = 0 egyenletii ( Xz ) koordinatasik metszésvonalanak egyenlete:

=+ =1, (26/2)
Ug Wy

~az S sik és a z = 0 egyenletli ( Xy ) koordinatasik metszésvonalanak egyenlete:
242X, (261/3)

Uy Va

A kicsit modositott jelolésekkel felirt ( 26 ) egyenletekhez 1asd a 4. abrat is!



zz.L q \
Ds N D, \
WA Vi
g 1O o o+ X (9) > E
NEEE) 1
4. dbra
A (26 ) egyenletek atrendezésével kapjuk, hogy
Zl=WA'(1_%), Zl=WA_‘:;_:'y; (27/1)
ZZ=WA'(1—%),ZZ=WA—V:—2'JC; (2712)
y=vA-(1—£), y=vA—Z—i-x. (2713)
Most (21/2),(21/3)és(27/1)-qgyel:
_ 4w :i(TAé oy — dw _ sing 28/1
1= Gne 4w “sing tgo 7’ ( )
sing-cos?d

majd (22 )és (28 /1) -gyel:

__Xx4-cos@-cosI+y,-sin@-cosd +z4-sind  sing

= . mas alakba irva:
Z; o - y, vagy mas alakba irva
7. = ‘cosI(x4-cos+y-sing )+z4-sind  sing o (xA ‘COS P+Yy,-sin @ n )_ sing
1= sin® tgd o tgd A tgd Y
tehat:
XA'COSQ+Y4-Sing sin @
Z; = Zy — Y. 29/1
1 80 + 24—y ( )
Majd (21/1),(21/3)és(27/2) - vel:
_ 4w :1(11A1)9 _ 4w Cos @ x ( 28/ 2 )
%2 = Sing dea) ~ sind  tgd !
cos@-cosV

most (22 ) és (28 /2 ) - vel, felhasznalva a ( 29/ 1) el6tti zardjeles kifejezést is:

X4°COSQ+Y4-Sin@ cos @
Z, = Zs — - X . 29/2
2 s + 2z, @9 ( )




Ezutan (21/1),(21/2)¢és(27/3) szerint:

a acd d
in®-cosd 1
y =— (A) _sm((;i)cos Cx = — (4) _ X, (28/3)
sin ¢ -cos Y (G sin¢g-cosY tgo

cos @ -cosV

majd (22 )¢és(28/3)-mal:

X4°COS@-coSU+Y4-sing-cosY +z4 -sind 1 , ,
y == - JATRY 2 — - x , vagy mas alakba irva:
sin ¢ -cos Y tg o
XA tgo 1
=— Zy " X. 29/3
Y=o TYat 2 g T ws ( )

A (29 ) képletekkel eldalltak a
z1= [1(@,9,%0,Y1,243Y), Z2 = [2(@,0,%4,Y4,24;%),

Y =[3(0,0,%0,Ya,24 ;%)
keresett fliggvénykapcsolatok, mint a mondott sikok metszésvonalainak egyenletei.

M1. A [ 2 | munkaban a 45. oldalon igy fogalmaznak, hogy

., A sikot meghatarozza egy pont és egy, a sikra merdleges vektor — az ugynevezett
normalvektor — vagy két egymast metszo egyenes, vagy ket parhuzamos egyenes, vagy egy
pont és egy ra nem illeszkedo egyenes, vagy harom nem egy egyenesen levo pont.

E meghatarozasok koziil az elsé a legaltalanosabb, mert erre a tobbi eset visszavezetheto.”
Ezért is épitettiik fel szamitasunkat agy (is ), hogy adott a sik meghatarozasara annak egy
A pontja és n || d normalvektora.

M2. Esetiinkben a ( d, ¢ ,9 ) polarkoordinatakra altalaban fennall —v. 6. [ 1] —, hogy
0<d<ow, -m<p<m, —-<HI<.
A d = 0 eset megengedése ( 8 ) szerint az u = v = w kovetkezményeket vonja maga utan.

M3. A d) jeloléssel is kifejezésre kivantuk juttatni, hogy ez a vektor nem az A pont,
hanem az A ponton atmené és n normalis egységvektora S sikhoz tartozo D doféspont

day = dy-n(1,¢,9) helyvektora.

M4. A (19) - re vezetd szamitas egyben az ( 1 ) Osszefliggés igazolasa is.



M5. Most alakitsuk tovabb a ( 14 ) egyenletet! Ekkor( 12 ) - vel is :

sing =2 =21. = : . ! = . . tehat
wow uiZ+vi2+$ [w|-sgn(w) ’uiz"'viz"'ﬁ sgn(w) ‘::—22+‘:;—22+1 >
9 = arcsin [sgn(w) - - . - (14/1)
() +() +1
Idevéve még a ( 13 ) szerinti
@ = arctg (%) (13)

kifejezését is, megallapithatjuk, hogy a ( ¢,V ) adatpar megadasahoz nem kell a harom
tengelymetszet - adat, hanem csak a bel6liik képzett két arany; ugyanis ( 13 ) - ban és

(14/1) - ben ilyen aranyok szerepelnek. Valoban, a két sziikséges mennyiség: % és % :

hiszen beldliik képezhetd a + = % arany IS, vagyis ( 13 ) igy is irhato:

glglels

w

<p=arctg<%>. (13/1)

u

Viszont (12) szerint is a d mennyiség megadasahoz mar mind a harom tengelymetszeti
adatra sziikség van. Vagyis az (U, vV, W) adatharmas megadasaval nem csak a sik allasa,
hanem a pontos térbeli helyzete is rogzitve van, ahogyan az a 3. dbrardl is leolvashato.
M6. A 2. abran szemléltetett esetet ugy is felfoghatjuk, hogy az OD = d = konst. sugarral
gombot ,,rajzolunk”, melynek az S sik az érintdsikja. A gomb koézéppontja O, érintési
pontja D. Ez az elgondolas segithet egy felvett geometriai helyzet jobb elképzelésében.
M7. A (27 ) egyenletek a 4. dbra alapjan kozvetleniil is felirhatoak.

M8. A (29 ) egyenletek kozvetlentil ( 25 ) - bdl is nyerhetdk.

M9. A ( 25) egyenletben elhagyhatjuk a,,P” indexet, mert mar nem okozhat félreértést,
hogy csak a sik pontjai elégitik ki; X és y felvételével z szamithato beldle:

200,) = 23— 5 [cos @ - (x = x3) +sing - (v = ya)l. (25%)

M 10. A térbeli jellemz06 szogek kozotti tovabbi Osszefiiggéseket irhatunk fel — 5. abra.
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5. dbra

Eszerint a normalis egységvektor koordinataira fennall, hogy
n,=1-cosv-cosg =1-cosa — cosa =cos@ " cosvV ;
n, =1-cosd-sing =1-cosf — cosf =sing-cosV ;
n,=1-sind =1-cosy - cosy =sind.
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